Exercice de dynamique du 13 février 2004

On considere le systéme conservatif a 2 degrés de liberté 1’équation de mouvement :

[M]e { } +[Kk]e {0} = {F}avecM:ﬁ j-ietK{S _4}-1'

~4 5

1 :
{F(t)} = {_ 1} ® sin 3¢ (systeme S.I.)

Le modele modal correspondant est le suivant :

! ®, =3 (enrad/s)

E’

o)1

Donner la solution temporelle par superposition modale de ce systéme sachant qu’il est a état
reposat=0

w, =

Systéme conservatif (sans amortissement) => y = ¢
Masse généralisé m, :

[¢] o[M]e[#] en fonction de chaque mode :

Lz o] o[m]efp]= H { }m%:ml
R R R A R N

(voir page 14, diap 27)

variable

Condition initiale = 0 => 0, =0 et O, =0
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Exercice de dynamique du 13 février 2004

cos(a+b)=cosaecosb—sinaesinb
+ cos(a—b)=cosaecosb+sinaesinb

= 2esingesinb =cos(a —b)—cos(a+b)

singesinb = % o (cos(a —b)—cos(a+ b))

d’ou,
sinw,(t—7r)esin3redr = %j cos((a), o(t— T))— (3er7))— cos((a)] o(t— T))-I- (3e7))

0

© —

pour mode :
=1 [w(”]°[¢“)]t=mt°<l 1>=E ﬂ

okl
/

force

seul le mode 2 sera considéré :

[2}
o() =_—20[sina),(t—r)osin?woclr:lo ! o[sina),(t—r)osin?arOdr
203 3 |-1

jsinwz(t—r)o sin3r edr = %j cos((3e(1—7))—(3e7))—cos((3e(t—7))+(3e7))

0

%- D cos((3e(1—7))—(3e7))—cos((3e(t—17))+(3e r))} :%. D cos(3es—6e7)—cos(3e z)}

0 0

2 6 .

(sin(-a) =-sina )

l.|:[_sin(3ot—6oz')} _[T.cose.t)],o}:%.[sir;y_t.cos(%t)}
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t .
jsina),(t—r)osin%oa’r :%.{sn;% —tocos(30t)}
0

% . [— sin3¢ —sin3t—tecos(3 e t)] =—sin3t — % e cos(3¢)

d’ou: pour le mode 1=2 (mode 1 : Q(t) =0)

1 1 1.
o0} = ra {_ 1} . [E esin3t—te cos(3t)}

Exercice :
Une structure a 2 degrés de liberté est modélisée par le systéme suivant :
|
| Ql (?) | Qz ()
ml : m2 :
Z i i 7
7NN L AN L AN
% : : %
k1 | k2 | k3
i i
! |
- -
| F(0) | 1500

ml=m2=1kg kl=k3=04MN/M k2=0,819 MN/M

1) Ecrire les équations de mouvements
2) On considére les vibrations forcées en systéme avec :

F,= f, e’ j(k=1,2)etlaréponse harmonique du systétme : Q, = ¢, e e
i=1,2)
a) déterminer la matrice d’admittance [A(a))] en fonction de k1, k2, k3, ml, m2, w.

Jewet

b) Donner les valeurs numérique des éléments A, de cette matrice
c) Exprimer les g, a’aide de f, etde w

d) Que deviennent ¢, et g, lorsque @ est proche de :

1) 310’ rad/s

ii) /0,4 ¢10° rad/s
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Exercice de dynamique du 13 février 2004
a) Exprimer I’énergie potentiel et I’énergie cinétique a partir du schéma ci-dessus :

L’énergie potentiel :

1 1 1
V:5°k1 °Q12 +5°k2 (0, _Q1)2 +5°k3 .Q22
L’énergie cinétique :

1 .2 .2
T:E'ml'Q1+E°m2'Q2

Equation de LAGRANGE : (page 9)

Lol e O F ()= my oD,k 00, —ky (0, —0) = F,
dt 00, 00,

m1°é1+(k1+k2)’Q1 —k,*0,=F
i. 87: + o =F, (2)=> mz'é2+k3'Q2 +k,(Q,-0)=F,
dt 20, 00,

mz'éz""ks'Qz +k,e(Q,-0Q)=F, :m2°éz+(k3+k2)°Q2 —k, 0,

Regroupons et écrivons sous forme matricielle les équations (1) et (2) :

m 0 R él ky+ky =k, . O _Jk
0 m| |o ok kk o) TR

Avec [K]{kl% —kz} [M]{ml o}

—k, k +k, 0 m,

Qi = qi .e./O(oOI => di.Qi = Qi :j.a).qi .ej-w-t :>§.Qi — éi — _a)2 .qi .e'j.w.t
! !

d’ou en remplagant Q par q et F par f':

|:m1 0 :|o(—(02 .eja)t). q, +|:k1 +k2 —k2 :|.eja,, .{%}: ol .{fl}
0 m, q, —k, ks +k, q, f

En simplifiant en divisant par e’ :
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Exercice de dynamique du 13 février 2004

m, 0._2.% ki+k, —k, .%_fl
[0 mj e ’ —k  k+k ] g

q,

ou

m, 0 2 ki +ky, -k, oI _ S
(& mberle S

b) écrie sous la forme d’une équation de transfert : {g}=[4(w)e {f}]
0| [k +k,—m o0 —k, e
q, —k, ky+k,—m, e’ 1

Rappel :
inverse d’une matrice :
1) transposé¢ la matrice // * la diagonale
2) faire la matrice des cofacteurs (comatrice)
3) diviser par le déterminant
4) d’ou:

A(w) = 1 . ki +k,—m, e’ —k, }:{AH Alz}

[K]_a)2°[M] —k, by +ky —my o @’ A, Ay
(matrice symétrique )

q =4, f +4,ef, sif2=0enexcitant fl => g, = 4,, ¢ f, = 4, =%

1

q, =4, ®f +A4,9f, sifl =0enexcitant 2=>¢q, =A4,, 0 f, = 4, :?—2
2
En mesurant le déplacement q1 )
f1=0=>ql=A120f2:>A12=ﬂ => 44
/2 \ S
En mesurant le déplacement q2
2=0=>gqg,=4,°f, > A4, = 4 Remplacer par les valeurs numériques
2 ~/

¢) déterminant :
|1210° -0 —-0,8e10°

) . Lm0 —24010° 00’ +(1,2° -0,8%)e10"
-0,8010 1,2010" —w

det[K]- w® o [M]
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Exercice de dynamique du 13 février 2004

Valeur propre de @
-b+
rappel : aex’> +hex+c A:bz—4oaoc=>x=b;\/Z =
2eq valeurs qui annulent
A=(-2,4010°)"-400,8010" =576010 *-3,2 10> =2,56 ¢10" le déterminant

2,4010°+1,6010°

5 =>X,=0,4010° X,=2e10°

d’oi: [K]-w® o[M]=(0® —0,4010°) e (0® —2010°) @, =+/0,4010°rad / s

vecteur propre : (2 racines => 2 degrés de liberté => 2 composantes) w, = J2 010%rad /s
remplacer @’ par la valeur de la premiére racine X, :

1,2010° - 0,4010° ~0,8010°
det[K]—a)z.[M]: ? ° ’ 6. 6’ b ] ° xll =O
—0,810 1,2010°—0,4010° | |x,

| 08010° —08e10° Jxl [ -1, [ o
~0,8¢10° 0,8¢10° X, |[-1 1] |x,

0
0 premiére équation « moins » la deuxieme => x,, = x,,

b ff=r-

remplacer @’ par la valeur de la premiére racine X,

1,2010°—2010° —0,8010°
det[K]—(()z.[M]: = ® .6 ’6. e Xo1 ~0
—-0,8¢10 1,2¢10° —210 X5,

_|-08e10° —08e10° T e e AR £ o
|-08010° —08010°| |xy| [-1 -1]| |xn]

-X;,—x, =0
0 premiére équation « plus » la deuxieme => x,, = —x,,
X Ty =
1
xzz { 1 = ¢(2) = { }
d’ou:
1 1 1 1
M _ @ _ _{ 0 @ _
Vérification : .
m | =diag(m)|=[®] o[ ]e[@]
- 2 0
t. M [ J =
o bkl ) )
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Exercice de dynamique du 13 février 2004

L’admittance pour un systéme conservatif non gyroscopique : (page 21 diap. 42)

N

Tm e (0] —0°)

résidu
pole

q; :Aik 'fk 1=

1=1 B
( 2 \ ( 2 \

4 =4 = D + %Y
1 2 2 2 2 2
= mye(of —w°) m,e(w;, —07)

Pour i=letk=1

m, =m,
et = A, =4,
k, =k,

Pour i=1letk=2

0,5

0,5 0,5
A, =4, = 6 N 6 2
(0,4010° —@") (210" —w")
A, = A, = Du °2¢21 4 D, ® Py
m e (0} —@®) m,e () —0°)
0,5

12 21

T (04010°—0?) (2010°— )

g, | |4 A . fil _|Ane it Ape ),
q, - 4, 4, S - A, fi+ Ao f,

) 05
D= 04e10°— o)

0,5 0,5 05 .
(20106—0)2)j fl{(o,mloﬁ—af) (2-10"’—#)} /2

- 0,5
N (0,4010° — @*

0,5
J.(ﬁ +f2)+((2.106 _wz)j (fi- 1)
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Exercice de dynamique du 13 février 2004

~ 0,5 ~ 0,5  rs 0,5 . 0,5 .
& (0,4010° —@?) (2010°-w?)) ' | (0,4010° -w*) (2010°-w®)) 7’

0,5 . (05 (r
qz_((0’4.106_a)2)j (fi+f2) ((2.106—6()2)] (j; f2)

0,5 0,5
i) @ ~2010°rad /s => | —————= |>> ——
(2010° —w") (0,4010° —w")

d’ou

6 2
(0.4010" @) ) négligeable,

et

N 0,5 r ) 0,5 JLULA
ql{(z.mﬁ—wz)J U fz)_[(zoloﬁ—wz)j {—1} {fz}

0,5
9> ~‘[m} (fi-1.)

d’ou
q, ~ —q,, excitation 2°™ mode 4 cette pulsation (@, )

i) o ~0,4010°rad /s => 0;5 << O’f .
(210" —w") (0,4010° —w")

d’ou

6 2
(210" -0%) ) o négligeable,

et

o 0,5 . B 0,5 . 1 t. A
q2~q1~((0’4.106_w2)j ( +f2)_((0,4-1()6—a)2)J {H} {fz}

a cette pulsation (@, ) excitation 1 mode

Conclusion
1 mode ¢, = ¢q, , les masses se déplacent dans le méme sens,

2" mode ¢, = —q, les masses se déplacent dans le sens contraire.
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